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Wahrscheinlichkeitstheorie

. Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten: Geburten
Die empirische Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Jungen betréigt circa 51,5% (Siehe
VL-Unterlagen).

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir vier Jungen bei vier Geburten.

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Miidchen bei vier Geburten.
Hinweis: Beachten Sie, dass unterschiedliche Anordnungen von M#dchen und Jungen
zum gesuchten Ereignis fithren kénnen.

(¢) Welche beiden Annahmen sind zentral fiir die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeiten?

. Panini—Bilder

Wie in der VL erwdhnt gibt es 596 unterschiedliche Panini-Bilder. Treffen Sie dieselben
Annahmen wie in den VL-Unterlagen, d.h. gehen Sie davon aus, dass man einzelne Bilder
kaufen kann und nehmen Sie an, dass alle Bilder gleich hdufig vorkommen.

(a) Reproduzieren Sie Abbildung 1 aus den VL-Unterlagen. D.h. bestimmen Sie die Anzahl
Bilder, die Sie kaufen miissen um das n—te Bild zu erhalten, wenn Sie bereits n — 1
unterschiedliche Bilder besitzen.

Hinweis: Bestimmen Sie dazu zunéchst die jeweilige Wahrscheinlichkeit beim n—ten Kauf
ein "neues” Bild zu kaufen, wenn Sie bereits n — 1 Bilder bestitzen.

(b) Reproduzieren Sie Abbildung 2 aus den VL-Unterlagen. D.h. bestimmen Sie die Anzahl
Bilder, die Sie insgesamt kaufen miissen, um alle 596 Bilder zu erstehen.

. Das Paradox des Chevalier de Méré

Im 17. Jahrhundert wurden in Frankreich verschiedene Wiirfelspiele gespielt — schauen wir
uns zwei Wiirfelspiele an.

In einem ersten Spiel wurde vier Mal ein einzelner Wiirfel geworfen und man gewann das
Spiel, wenn mindestens eine ”1” in den vier Wiirfen geworfen wurde. In einem zweiten Spiel
wurden 24 Mal jeweils zwei Wiirfel geworfen und man gewann, wenn mindestens einmal eine
doppelte 71”7 geworfen wurde.

Ein Adliger aus dieser Zeit, der Chevalier de Méré, iiberlegte sich dazu Folgendes:

e In einem einzelnen Wurf habe ich eine Chance von 1/6, eine 717 zu wiirfeln. Demzufolge
habe ich bei vier Wiirfen eine Chance von 4x1/6 = 2/3, mindestens eine ”1” zu wiirfeln.
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e Im zweiten Spiel betrigt die Chance 1/36, bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln eine dop-
pelte 71”7 zu werfen. Also habe ich bei 24 Wiirfen mit zwei Wiirfeln eine Chance von
24 x 1/36 = 2/3, mindestens eine doppelte ”1” zu werfen.

Da der Chevalier (sehr) viel spielte vermutete er allerdings, dass die Gewinnchance beim
ersten Spiel grosser ist als beim zweiten Spiel — obwohl gemiiss seinen Uberlegungen beide
Spiele dieselbe Gewinnchance aufweisen. Des Riitsels Losung gaben dann Blaise Pascal und
Pierre de Fermat und zeigten, dass die Uberlegungen des Chevalier nicht richtig sind.

(a) Bestimmen Sie die tatsichliche Wahrscheinlichkeit, beim viermaligen Werfen eines ein-
zelnen Wiirfels mindestens einmal eine 717 zu werfen.

(b) Bestimmen Sie die tatséichliche Wahrscheinlichkeit, bei 24 Wiirfen von jeweils zwei
Wiirfeln mindestens eine doppelte ”1” zu werfen.

Hinweis zu den beiden Teilaufgaben: Bestimmen Sie zunéchst die jeweilige Gegenwahrschein-
lichkeit, ansonsten sind die gesuchten Wahrscheinlichkeiten sehr schwierig zu berechnen.

4. Randomized Response
Mit den Hilfsmitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie kénnen wir nun auch das ”Rétsel” um
die Frage nach dem (illegalen) Drogenkonsum aus dem Fragebogen lésen. Die Frage ist ein
Beispiel fiir eine Fragetechnik, welche man als ”randomized response” bezeichnet!. Man setzt
diese Technik bei Fragestellungen ein, bei denen ansonsten kaum mit ehrlichen Antworten
gerechnet werden kann, wie eben z.B. Fragen nach dem Drogenkonsum.

Wir bezeichnen im folgenden den ersten Miinzwurf als Ereignis W3 und den zweiten als
W52, Es ist somit 0 2 = {Kopf, Zahl}. 7 sei die Wahrscheinlichkeit, schon einmal illegale
Drogen konsumiert zu haben.

(a) Bestimmen Sie die auf W; bedingten Wahrscheinlichkeiten von Wa, d.h. bestimmen Sie
Pr(Wy|W, = Kopf) sowie Pr(Ws|W; = Zahl).

(b) Erstellen Sie aus den Angaben aus Teilaufgabe (a) eine Kreuztabelle, in welcher W7 und
W, abgetragen sind. Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von (W7, W3) als auch
die beiden Randverteilungen von Wy bzw. Ws.

(¢) Zeigen Sie, dass man aus der Randverteilung von Wy den Parameter 7 schiitzen kann.
Schétzen Sie den Parameter entsprechend aus den Daten unter rand response. Was
stellen Sie fest?

(d) Welches (praktische) Problem taucht hier auf?

(e) Wie kénnen Sie vorgehen, wenn mehr als 50% der Beobachtungen die Frage beantworten
sollen (beispielsweise 70%)?

5. Randomisierung
Verwenden Sie fiir diese Aufgabe die Daten, welche unter randomisierung abgelegt sind (Es
handelt sich wiederum um einen Teil der Daten, welche in der Veranstaltung erhoben wur-
den). Wir werden diese Daten wiederholt verwenden, um Eigenschaften von Randomisierung
und das Schétzen von kausalen Effekten zu illustrieren (siehe Aufgabenserie 5).

ISiehe dazu die Artikel von Goodstadt und Gruson (1975), sowie von Tracy und Fox (1981).
2Zur Erinnerung: Zeigt der erste Wurf ”Kopf”, sollte man die Frage mit ”Zahl” (= "nein”) bzw. ?Kopf” (= "ja”)
beantworten; bei ”Zahl” beim ersten Wurf sollte man die Miinze ein zweites Mal werfen.
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(a)

(d)

Zeigen Sie zunéchst, dass unter Randomisierung des treatments D folgende Beziehungen
gelten:

Pr(D=1|X =)= Pr(D
Pr(X=z|D=1)=Pr(X

1)

2)

Als Illustration wollen wir ein binéres treatment D = 0, 1 randomisieren. Verwenden Sie
zur Randomisierung den Geburtstag der Personen: Weisen Sie denjenigen Personen das
treatment zu, welche an einem geraden Tag Geburtstag haben. Erldutern Sie, ob und
weshalb diese Art der Randomisierung funktioniert.

Welche anderen (praktischen) Moglichkeiten sind denkbar, um D zu randomisieren?

Teilaufgabe (a) impliziert verschiedene Méglichkeiten zu iiberpriifen, ob das treatment
tatséchlich randomisiert wurde. Erldutern Sie, wie man dies tun kann (in den Beispiel-
daten).

6. Das ”Geburtstagsproblem”

Nehmen Sie an, dass alle Geburtstage des Jahres sind gleich wahrscheinlich und vernachléssi-
gen Sie den 29. Februar (siehe dazu auch Diaconis und Mosteller, 1989).

(a)

Wieviele Personen miissen (zufillig) zusammen kommen damit die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens zwei der anwesenden Personen am gleichen Tag Geburtstag haben,
grosser oder gleich 50% ist?

Hinweis: Es gibt keine explizite Lésung (= Formel) fiir diese Aufgabe, d.h. Sie miissen
das Problem numerisch 16sen, indem Sie die Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Grup-
pengrossen berechnen, bis die gesuchte Wahrscheinlichkeit erreicht ist.

Wieviele Personen miissen zusammen kommen damit die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens eine zweite Person am selben Tag Geburtstag hat wie Sie, grosser oder gleich
50% ist?

Weshalb unterscheiden sich Thre Antworten aus (a) und (b)?

Wie gross sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse aus (a) und (b), wenn 50
(100) Personen zusammen kommen? Stellen Sie die beiden Wahrscheinlichkeiten aus (a)
und (b) iiber die Anzahl Personen n = 1,...365 grafisch dar. Was stellen Sie fest?

Gibt es unter den Teilnehmern Personen mit demselben Geburtstag? Schauen Sie sich
dazu die Daten unter geburtstag an.

7. Schweizer Zahlenlotto
Die Wahrscheinlichkeit, im Schweizer Zahlenlotto (6 aus 45) eine ”Sechs” zu tippen, betréigt
nach dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff:

D.h.

(a)

(b)

1 1

Pr(Sechser) () ~ &'145'060

theoretisch kommt ein richtiger Tipp auf 8145’060 ausgefiillte Lottozettel.

Heisst das nun, dass Sie mit 100% Wahrscheinlichkeit einen Sechser tippen, wenn Sie
8'145’060 mal Lotto spielen? Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie auch nach
dieser Anzahl von Spielen keinen Treffer landen?

Dennoch gibt es gewissermassen eine ”goldene” Regel fiir Lottospieler. Welche ist das?
Hinweis: Wovon héngt der allféllige Lottogewinn ab?
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(¢) Ergibt es (statistisch) gesehen Sinn, sich die relativen Héufigkeiten der Zahlen aus den
bisherigen Ziehungen anzuschauen (und entsprechend Zahlen anzukreuen, welche bisher
weniger hiufig gezogen worden sind)? Weshalb (nicht)?

8. Reliabilitit von Testverfahren
Ein Aids—Test weise folgende Reliabilitéit auf:

Pr(+[HIV) = 1,00
Pr(—|kein HIV) = 0,99

Ein + bezeichnet ein positives Testergebnis an (d.h. der Test deutet auf Ansteckung mit dem
Virus hin), — dementsprechend ein negatives Testergebnis.

(a) Nach einem Test in einer grossen Bevolkerungsgruppe, in der jeder Tausendste tatséchlich
mit dem Virus infiziert ist, erhélt Herr X Post vom Gesundheitsamt mit der Nachricht,
das Testergebnis sei ”positiv”’. Herr X klammert sich an die Hoffnung, das Testergebnis
konnte eventuell falsch—positiv sein (d.h. positives Ergebnis ohne Infektion). Frage: Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir?

(b) Berechnen Sie die Chancen (odds) einer Infektion, gegeben das Testergebnis fillt po-
sitiv aus, um das Ergebnis aus Teilaufgabe (a) zu verstehen und interpretieren Sie die
resultierenden beiden Terme. Wie erklirt sich somit das Resultat aus (a)?

Hinweis: Die Chancen eines dichotomen Ereignisses Y sind definiert als Verhéltnis aus
Pr(Y = 1) und Pr(Y = 0). Dasselbe gilt, wenn wir auf ein zweites Ereignis X = z
bedingen. D.h. bestimmen Sie das Verhéltnis von Pr(HIV|+) und Pr(kein HIV|+).

9. Einfache Zufallsvariablen?
Sechs Personen nehmen an einem Kurs teil. Im Verlauf des Kurses werden fiinf Aufgaben
besprochen, wobei jede Aufgabe jeweils zufillig durch einen der Teilnehmer gelost werden
muss. Die Auslosung ist unabhéngig davon, wieviele Aufgaben ein Teilnehmer bereits gelost
hat.

(a) Teilnehmer A hat bereits die ersten vier Aufgaben vorlosen miissen. Wie gross ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass A auch noch die letzte Aufgabe losen muss? Begriinden Sie das
Ergebnis formal und argumentativ.

(b) Teilnehmer B hat noch keine Aufgabe 16sen miissen. Wie gross ist die Wahrscheinlich-
keit, dass B die fiinfte Aufgabe 16sen muss? Begriinden Sie das Ergebnis formal und
argumentativ.

(¢) Y sei die Anzahl der Aufgaben, welche ein Teilnehmer im Verlauf des gesamten Kurses
losen muss. Bestimmen Sie Pr(Y =y) fir y =0,1,...,5.
Hinweis: Sie benétigen zur Losung den sog. Binomialkoeffizienten:

<Z> - <n—n;>!y!

Der Binomialkoeffizient gibt dabei die Anzahl Mo6glichkeiten an, aus n Objekten y aus-
zuwihlen (wenn die Anordnung der Objekte keine Rolle spielt).

(d) Stellen Sie die Hiufigkeitsverteilung und die Verteilungsfunktion von Y grafisch dar.

3Eine Zufallsvariable ist eine Variable mit numerischen Ausprigungen, welche unterschiedliche Ergebnisse eines
zufélligen Vorganges beschreiben. Mehr dazu in Teil 5 der Vorlesung.
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(e) Sie mochten wissen, wie lange ein Teilnehmer durchschnittlich warten muss, bis er das
erste Mal eine Aufgabe vorlosen muss. X sei die Aufgabe, bei der zum ersten Mal
vorgelost werden muss, d.h. X =1,2,...,5. Bestimmen Sie Pr(X = z).

(f) Stellen Sie die Héufigkeitsverteilung und die Verteilungsfunktion von X grafisch dar.

10. Das ”Monty—Hall” Paradox*

Stellen Sie sich das folgende Fernseh—Quiz vor: Es gibt drei Tiiren, hinter denen zufillig
ein "Treffer” und zwei ”Nieten” versteckt sind. Nachdem Sie als Kandidat eine der drei
Tiiren ausgewéhlt haben, 6ffnet der Moderator eine der beiden verbleibenden Tiiren (ersffnet
allerdings nur eine Tiir, wenn sich dahinter eine ”Niete” versteckt). Sie haben nun — nachdem
eine der drei Tiiren offen ist — die Moglichkeit, bei Ihrer ersten Wahl zu bleiben oder aber die
Tiire zu wechseln. Es stellt sich damit die Frage, was Sie tun sollten: Wechseln oder bleiben?
Und weshalb?

(a) Zeigen Sie dass es sich unter den obigen Annahmen lohnt, die Tiire immer zu wechseln.
Hinweis: Verwenden Sie Bayes’ Theorem zur Losung, und fithren Sie die Berechnung
unter der Bedingung durch, dass Sie zunéchst z.B. die erste Tiire gewahlt haben.

(b) Dieses Beispiel eignet sich gut, um die Situation am Computer zu simulieren (dies be-
zeichnet man als Monte-Carlo-Simulation). In diesem Beispiel ist die Simulation einfa-
cher als die formale Losung aus (a).

Erldutern Sie, wie man die Situation am Computer (z.B. mit Excel) simulieren kann und
fithren Sie diese dann 1000-mal durch. Vergleichen Sie das Ergebnis mit Teilaufgabe (a).

Hinweis zum Vorgehen in Excel: Verwenden Sie die Funktion RAND, mit welcher Sie Zufalls-
zahlen im Intervall [0, 1] generieren kénnen, um die Zuteilung des Preises auf die drei Tiiren
zu simulieren. Dann simulieren Sie die folgenden zwei Situationen: (i) Jemand wihlt immer
z.B. die erste Tiir und wechselt nie. (ii) Jemand wéhlt immer die erste Tiir und wechselt aber
danach immer (auf die zweite oder die dritte Tiir, je nachdem welche Tiire der Moderator
gedfinet hat).
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